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بردارها در صفحه



تعریف
در نظر گرفته شود، Bو انتهای آن Aکه ابتدای آن ABپاره خط 

:به شکل زیر توجه کنید. پاره خط جهت دار نامیده می شود

A

B

اهم راستهم طول،)بودنهم سنگرابطهمی دانیم،کههمانطور
بهراجهت دارپاره خط هایمجموعه،(بودنهم اندازهو

اینازیکهرنمایندهبه.می کندافرازهم ارزیکلاس های
.می شودگفتهبردارهم ارزی،کلاس های

پاره خط هایازدستهیکنمایندهبردارهردیگرعبارتبه
.می باشدهم سنگجهت دار



تساوی دو بردار

دوهرهرگاهمی نامیم،برابرراCDوABبرداردو
جهت دارپاره خطهایازارزیهمکلاسیکنماینده
.باشند

AB=CDدر این صورت می نویسیم 

A

B

C

D



جمع بردارها

برداری است   AB+CDمجموع.را در نظر می گیریمCDوABدو بردار 

.که به یکی از دو روش زیر به دست می آیدVمانند 

بدا با توجه به تعریف تساوی دو بردار، می توان دو برداررا که دارای یک م

.نباشند نیز با یکدیگر جمع کرد



(روش مثلث)روش اول 

. رسم می کنیم CDرا برابر با بردارBEبردارBاز نقطه ی 

.است CDوABمجموع دو بردار V=AEبردار

A B

E

C

D

V=AB+BE=AB+CD

V=AE



(روش متوازی الاضلاع)روش دوم 

را که به ترتیب برابر با PRوPQ، دو برابرPاز نقطه ی دلخواه 

قطرمتوازی الاضلاع PSبردار. هستند، رسم می کنیمCDوABبردارهای

. استCDوABمجموع دو بردارVحاصل از این دو بردار برابر با 

P

R

V

S

Q

C

D

A

B

V=PS=AB+CD



بردار صفر

،V =0برابر صفر باشد یعنی Vاگر اندازه ی بردار

.  با نشان می دهیم0می نامیم و بردار صفررا Vبردار

برابر صفر است، ولی جهت  0بنا براین اندازه ی بردار

.آن مشخص نیست



(ضرب اسکالر)ر ضرب عدد در بردا

.  عددی حقیقی باشدCبرداری دلخواه و Vفرض می کنیم 

برداری است با Vدر بردار Cمنظور از حاصلضرب عدد

 Vو در خلاف جهتC>0اگر Vو هم جهت با C Vاندازه ی 

نشان  CVرا باVدر بردار Cحاصلضرب عدد. C<0اگر

.برابر است با  بردار صفر CVآنگاهC=0اگر. می دهیم

V VCV CV

(C<0)(C>0)



تعریف بردار مکان

(a1 , a2)را که ابتدای آن مبدا مختصات و انتهای آن نقطه ی Vبردار

.  می نامیم (a1 , a2)است، بردار مکانxoyدر صفحه ی  مختصات

.می نامیمVرا مؤلفه های بردارa2و a1اعداد 

V= (a1 , a2)
a2

a1

(a1 , a2)

0

V

y

x



مجموع دو بردار با توجه به مولفه ها

دو بردار باشند، آنگاه  V2=(b1,b2)و V1=(a1,a2)اگر

برداری است که به صورت زیر   V1+V2مجموع

:تعریف می شود

V=V1+V2= (a1+b1 , a2+b2)



تعریف قرینه ی یک بردار

Vرا قرینه ی بردار (a1,-a2-)، آنگاه بردارV=(a1,a2)اگر

:  پس. نشان می دهیم V-می نامیم و با

-V=(-a1, -a2)



تعریف تفاضل دو بردار

 Uبا قرینه ی Vرا که مساوی با جمع V+(-U)بردار

نشان  V-Uمی نامیم و آن را باVاز Uاست، تفاضل

:یعنی. می دهیم

V-U=V+(-U)



تفاضل دو بردارتعبیر هندسی 

.  را از یک نقطه رسم می کنیمUوVنمایش های دو بردار

در این صورت، پاره خط جهت داری که مبدا آن نقطه ی 

 Vو انتهای آن، نقطه ی انتهای نمایش Uانتهایی نمایش

زیرا بنا بر تعریف . است V-Uباشد، یک نمایش بردار

:جمع بردارها داریم
U+(V-U)=V

U

V (V-U)



ی یک برداراندازه

:  برابر است باV=(a1,a2)اندازه ی بردار 

V =   a1+a2
2 2

y

x
a1

a2

V

O



خواص جمع بردارها

اعدادی حقیقی باشند، آنگاه جمع برداری و dو cبردار، WوV ،Uاگر
:ضرب عدد در بردار دارای خواص زیر هستند

◼U+V=V+U    (قانون جابجایی جمع)

◼U+(V+W)=(U+V)+W(قانون شرکت پذیری جمع)

 V+0=Vوجود دارد به طوری که0برداری مانند ◼

(  وجود عضو خنثی نسبت به عمل جمع)

V+(-V)=0وجود دارد که    V-برداری مانندVبرای هر بردار ◼

(وجود قرینه  نسبت به عمل جمع)



ادامه

◼(cd) V=c (dV) (قانون شرکت پذیری)

◼c(U+V)=cU+cV (قانون بخشپذیری)

◼(c+d)U=cU+dU (قانون بخشپذیری)

◼U=1  U (وجود همانی نسبت به ضرب اسکالر)

+
-



برداری حقیقیفضایتعریف 

مجموعه ای است از بردارها، همراه  Vبرداری حقیقیفضای

، با دو عمل جمع برداری و (اسکالرها)با اعداد حقیقی 

و VدرVوUضرب اسکالر، به طوری که هر جفت بردار

طوری تعریف شده cUو U+V، بردارهایcهر اسکالر

باشند که در خواص اشاره شده برای جمع بردارها، 

.صدق کنند



بردارهای یکه در صفحه

است، 1، برابر با ( 0و1)و ( 1و0)اندازه ی هر دو بردار 

ان آنها را بردارهای یکه می نامیم و با نمادهای زیر نش

.میدهیم

i = (1,0) j = (0,1)



به V=(a1,a2)با توجه به نماد گذاری گذشته برای هر بردار

:دست می آوریم

(a1,a2)=a1 (1,0)+a2 (0,1)=a1 i+ a2 j



ترکیبیکصورتبهتوانمیراVدربردارهراینبنابر

a1صورتبهعبارتی)jوiبرداردوازخطی i + a2 jخطیترکیبیکرا

برایپایهیکjوiبردارهایروایناز.نوشت(.نامندمیjوiاز

فضایدرپایهیکعناصرتعداد.می دهندتشکیلVبرداریفضای

.داردنامبرداریفضایبُعدبرداری،

.استبعدیدوبرداریفضاییکVبنابراین



تعریف توازی بردارها

را موازی می نامیم ، در صورتی VوUدو بردار نا صفر

وجود داشته باشد، به  c(عدد حقیقی )که اسکالر 

.V=cUطوری که



قضیه

بردار نا صفری باشد ، آنگاه Vاگر

U =     V
1

v

.است  Vهم جهت با( واحد) بردار یکه 



ضرب عددي دو بردار



تعریف ضرب عددی دو بردار 

باشند، Vدو بردار درV=(b1,b2)وU=(a1,a2)اگر 

 U.Vرا باVوUبردارحاصلضرب عددی دوآنگاه

:نشان می دهیم و به صورت زیر تعریف می کنیم

U.V=(a1,a2).(b1,b2)=a1 b1+a2 b2           



توجه می کنیم که حاصلضرب عددی دو بردار ، عددی

این ضرب را ضرب . حقیقی است و بردار نیست

.داخلی یا ضرب نقطه ای دو بردار نیز می نامند



(خواص ضرب داخلی)قضیه 

یک اسکالر  cبوده وVبردارهایی درWوVوUاگر
:آنگاه. باشد

U.V=V.U                            .1                 

U.(V+W)=U.V+U.W         .2                 

(U+V).W=U.W+V.W         .3                 

c(U.V)=(cU).V=U.(cV)       .4                 

0.U=0                                 .5                 

V.V= V                              .6                 
2



تعریف زاویه ی بین دو بردار

دو بردار نا صفر باشند به طوریVو Uفرض می کنیم

به OQو OPاگر. نباشدVمضرب اسکالری ازUکه 

باشند، آنگاه زاویه ی VوUترتیب بردارهای نمایشگر

 OPرا کوچکترین زاویه ی بین دو پاره خطVو Uبین

.تعریف می کنیمOQو



شکل زیر زاویه ی بین دو بردار را در حالتی که 

:مضرب اسکالری از هم نباشد، نشان می دهد

x

y

u
v

Q

P

θ

O



قضیه

:باشد، آنگاهVوUزاویه ی بین دو بردارθاگر 

U.V= U  V  cos θ



نتیجه

بر VوUاز قضیه ی قبل نتیجه می شود که دو بردار

:اگر و تنها اگر( متعامدند) هم عمودند 

U.V=0                                   



تصویر یک بردار بر روی بردار 1.2.10
دیگر

به ترتیب نمایشگرهای بردارهایOQو OPفرض می کنیم

UوVتصویر. باشندOQ در جهتOPبردار ،OR ،است

بر خطی است که از Qپای عمود از نقطه ی  Rکه در آن

.می گذردPو  Oدو نقطه ی 



Pبر روی بردارVتصویر بردار: شکل

x

y

v
u

o

p
Q

R
θ



تعریف

روی  Vبردار ناصفری باشد، تصویر برداریUاگر

:به صورت زیر تعریف می کنیمUبردار

Proj   =        uv
u

U.V

U
2



با توجه . استV  cosθبرابر با UرویVاندازه تصویر 

:به قضیه داریم

V  cosθ =             =V.(          )
V.U

U

U

U



بردارها در فضای سه بعدی



تعریف

ارحقیقیاعدادازمرتبتایی هایسهتماممجموعه ی

نمایشR3باراآنومی نامیمبعدیسهعددیفضای

x)مرتبسه تاییهر.می دهیم , y , z)درنقطهیکرا

.می نامیمR3فضای



قضیه

x1)نقطهدوفاصله ی , y1 , z1)pو(x2 , y2 , z2)p

:بااستبرابر

pp  =   (x1–x2)
2+(y1–y2)

2+(z1–z2 )2



تعریف

ازمرتبتاییسهیکبعدی،سهفضایدربرداریک

x)صورتبهحقیقیاعداد , y , z)اعداد.استx،yو

zبردارمولفه هایرا(x , y , z)تماممجموعه.می نامیم

x)صورتبهبردارهایی , y , z)باراR3نمایش

.می دهیم



:عبارت باشند ازkو i ،jاگر بردارهای یکه

i=(1,0,0)          j=(0,1,0)         k=(0,0,1)

بهتوانمیرادربردارهرآنگاه

:نوشتزیرصورت

R3 V=(a1 , a2 , a3(

V=(a1 , a2 , a3)= a1 i+ a2 j+ a3 k



تعریف

ترتیببهVصفرنابردارکهزوایاییgوa،bیزاویهسه

هادیزوایایرامی سازدzوx،yمحورهایمثبتجهتبا

Vیابزرگترهادیزاویه یهرکهکنیدتوجه.می نامیم

.استpمساوییاکوچکترو0مساوی



:V=(a1,a2,a3)زوایای هادی بردار 

x

y

z

O

a1

a3

a2

P =(a1,a2,a3)

α

β

g
V

R



آنهادیزوایایومثبتاعدادیVمؤلفه هایشکلدر

شکلدرکهطوریبه.هستنداز/2pکوچکترومثبت

:داریمواستقائم الزاویهOPRمثلثشود،میدیده

COSa
a1

V
=



 p≤a≤p/2می توان نشان داد که دستور اخیر به ازای

و COSbدستورهای مشابهی برای. نیز بر قرار است

COSgبه دست می آیند.

COSβ = COSg =
a2

a3

V V



راکسینوسهای هادی COSgو COSβو αCOSاعداد 

.می نامندVبردار

توجه کنید که بردار صفر، زوایای هادی و در نتیجه 

.کسینوس های هادی ندارد



نکته

معلومآنهادیکسینوسهایوبرداریکیاندازهاگر

معینفردیبهمنحصرطوربهبردارباشند،آنگاه

COS α:زیرااست،

COSβ

COSg V

V

Va1=

a2=

a3=



قضیه

کسینوس های هادی بردار COSgو COSα ،COSβاگر 

Vباشند، آنگاه:

COSα COSβ COSg+ + = 1
2 2 2



نتیجه

دشومینتیجههادیکسینوس هایتعریفوقضیهاز

آنهادیکسینوس هاییکه،برداریکمؤلفه هایکه

.هستند

همیکهبردارUوV=(a1,a2,a3)اگردیگرعبارتبه

:آنگاهباشدVباجهت
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆcos cos cosa b g

= = + +

= + +

1 2 3a a aV
U i j k

V V V V

U i j k



ضربتفریق،جمع،اعمالفضا،دربردارهامورددر

،R2مشابه،R3دربرداردوعددیضربواسکالر

.می شوندتعریف

دوV=(b1,b2,b3)وU=(a1,a2,a3)کنیممیفرض

:داریم.باشداسکالریکCوبردار



) ( , , ) ( , , ) ( , , )

) ( , , ) ( , , ) ( , , )

) ( , , ) ( , , )

) . ( , , ).( , , ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ) . . .

ˆ)

U V a a a b b b a b a b a b

U V a a a b b b a b a b a b

C U C a a a Ca Ca Ca

U V a a a b b b a b a b a b

i i j j k k

i

+ = + = + + +

− = − = − − −

= =

= = + +

= = =

1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

1

2

3

4

5 1

6 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. . .j i k j k= = = 0



قضیه

:آنگاهباشدR3درVوUناصفربرداردوبینزاویه یθاگر

ازیکیاگرتنهاواگرمی نامیمموازیراR3دربرداردو
:بنابراین.باشددیگریازاسکالریمضرببردارها

اگرتنهاواگریکدیگرندموازیR3درناصفربرداردو
.باشدpیا0آنهابینزاویه ی

اگرتنهاواگرمتعامدندR3درVوUناصفربرداردو
U.V=0

. cosU V U V =



برداریضرب

(ضرب خارجی)



تعریف

آنگاه حاصل ضرب V=(b1,b2,b3)و U=(a1,a2,a3)اگر 

، برداری است که به صورت زیر VدرUبرداری 

:تعریف می شود

( , , )U V a b a b a b a b a b a b = − − −2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1



ن ضرب برداری دو بردار را به صورت های زیر نیز می توا

:تعریف کرد
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

i j k

U V a a a

b b b

a a a a a a
U V i j k

b b b b b b

 =

 = − +

1 2 3

1 2 3

2 3 1 3 1 2

2 3 1 3 1 2



تعریفی دیگر برای ضرب خارجی

صورتبهکهاستبرداریبردار،دوخارجیضرب

صفحهبرومی شودمشخصآنجهتراست گرد

اندازه.می باشدعمودبردار،دوازگذرنده

مساحتبانیزبرداردوخارجیحاصل ضرب

رابربمی دهند،تشکیلبرداردوکهمتوازی الاضلاعی

)sin.است , )U V U V U V =



شرط موازی بودن دو بردار

رابطهبهتوجهبا

ودوبرداربودنموازیشرطکهمی گیریمنتیجه

:کهاستاین

sin( , )U V U V U V =

UV

U V V U o =  =



ضرب خارجی بردارهای پایه

**

)

)

)

)

( )

i i j j k k o

i j k

j k i

k i j

i j k i j k i j k i j k

 =  =  =

 =

 =

 =

1

2

3

4

i

j

k



خواص ضرب خارجی
)

)

)

) ( ) ( ) ( )

) ( )

) ( )

U V V U

U U o

U o o U o

cU V U cV c U V

U V W U V U W

V W U V U W U

 =− 

 =

 =  =

 =  = 

 + =  + 

+  =  + 

1

2

3

4

5

6



تعریف ضرب سه گانه

برای سه بردار     ،       و        حاصل ضرب 

گویندو،بردارهایگانهسهضربحاصلرا

حجمبرابروحقیقیعددیکآنحاصلو

ساختهبردارسهاینباکهاستمتوازی السطوحی

.می شود

UVW.( )U V W

UVW



خواص ضرب سه گانه

) .( ) ( ).

) ( ) ( . ) ( . )

) .( )

) .( ) .( ) , ( , )

U V W U V W

U V W U W V U V W

a a a
b b b b b b

U V W b b b a a a
c c c c c c

c c c

U U V V U V U O V O

 = 

  = −

 = = − +

 =  =  

1 2 3
2 3 1 3 1 2

1 2 3 1 2 3
2 3 1 3 1 2

1 2 3

1

2

3

4 0



بعدی nفضایبردارها در



تعریف

مرتبتاییn.باشدمثبتیصحیحعددnکنیدفرض

(x1,x2,…,xn)ازمجموعه ایnترتیببهکهاستعدد

.شده اندنوشتهمعینی

اولمؤلفه هایترتیببهراxn,…,x2,x1حقیقیاعداد

تماممجموعه ی.می خوانیممرتبتاییnاینامnتا

nبارامرتبتایی هایRnدهیممینشان.



تعریف

دوV=(b1,b2,…bn)وU=(a1,a2,…an)کنیممیفرض

.باشد(اسکالر)حقیقیعددcوVnدربردار

بهبرداردرعدداسکالرضربوبرداردومجموع

:می شودتعریفزیرصورت

U+V=( a1+b1 , a2+b2 , … , an+bn )         

cU=( c a1 , c a2 ,…, c an )                      



قضیه

اسکالردوkوcوVnدربردارسهWوVوUمی کنیمفرض

:صورتایندر.باشند(حقیقیعدد)

U+V=V+U: جمع بردارها جا به جایی پذیر است، یعنی(الف

W=U+(V+W)+(U+V).جمع بردارها شرکت پذیر است( ب

(0,…,0,0)=0بردار . عمل جمع دارای عضو خنثی است(پ

U+0=Uمؤلفه ای وجود دارد به طوری که nبردار صفر 



وجود دارد به طوری که– Uبردار قرینه  Uبرای هر( ت

U+(-U)=0                                 

                      c (U+V)=c U +c V(ث

                          U=c (k U) (c k)( ج

                       U=c U +k U (c+ k)(ح

1U=Uوجود عضو همانی نسبت به ضرب اسکالر،  ( خ



تعریف

U=( a1طول بردار  , a2 , … , an :برابر است با(

n
U a a a= + + +

2 2 2
1 2


