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٣آموزش تحقیق در عملیات 

انواع مدل های برنامه ریزی ریاضی

1) Linear programming (LP)
2) Non-linear programming (NLP)
3) Integer programming (IP)
4) Mixed Integer programming (MIP)
5) Mixed integer non-linear programming (MINLP)
6) ...
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

مدل

پیوسته خطی خطی LP

پیوسته *غیرخطی *غیرخطی NLP

عدد صحیح خطی خطی IP

تهعدد صحیح و پیوس خطی خطی MIP

تهعدد صحیح و پیوس *غیرخطی *غیرخطی MINLP

انواع مدل های برنامه ریزی ریاضی
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.دباید غیرخطی باش( نه لزوما هر دو)در مدل های غیرخطی حداقل یکی از دو توابع * 
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

انواع مدل های برنامه ریزی عدد صحیح

1. Binary integer programming (BIP)
2. Pure integer programming (PIP)
3. Mixed Integer programming (MIP)
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

مفهوم برنامه ریزی عدد صحیح
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

LPمدل  IPمدل  ویژگی

- *محدودتر فضای جواب

گوشه فضای جواب
گوشه یا نقاط 

داخلی فضای جواب
محل جواب بهینه

به محدودیت به متغیر حساسیت روش حل

سیمپلکس ندارد الگوریتم حل کارا

IPو LPمقایسه مدل 

.دالبته فضای جواب در هر دو مورد ممکن است نامحدود باش* 
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

مدل سازی با متغیرهای صفر و یک

گزینه ایدو تصمیم های
بودن یا نبودن
انتخاب یا عدم انتخاب
اجرا یا عدم اجرا

متغیر صفر و 
یک
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0
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y
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
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

مدل سازی با متغیرهای صفر و یک

12345پروژه:مثال
212141(میلیون تومان)هزینه 
242101(میلیون تومان)سود 

میلیون تومان15کل بودجه
حداکثر کردن سودهدف مساله کوله پشتی
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اجرا شودiاگر پروژه 
در غیر این صورت
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

متغیرهای ناسازگار

.تعداد مشخصی گزینه انتخاب کنیممی خواهیمموجودی گزینه هایاز بین 

:گزینه انتخاب شوندkدقیقا   1حالت 

:گزینه انتخاب شوندkحداکثر   2حالت 

:گزینه انتخاب شوندkحداقل   3حالت 
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

متغیرهای ناسازگار 

:مثال

:شرکت می تواند حداکثر در سه پروژه شرکت کند-1
1 2 3 4 5 3y y y y y    

،(همان مساله کوله پشتی)در مساله سرمایه گذاری در پروژه ها 

:شرکت باید حداقل در دو پروژه شرکت کند-2
1 2 3 4 5 2y y y y y    
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

متغیرهای وابسته

.مدل کردن گزینه هایی که انتخاب یا عدم انتخاب یکی، روی دیگری تاثیر دارد

:استjوابسته به انتخاب گزینه iانتخاب گزینه  1حالت 

:هستندپکیجبه صورت jو iگزینه  2حالت 

i jy y

i jy y

11



٣آموزش تحقیق در عملیات 

متغیرهای وابسته

:مثال

:شوداجراهم2پروژهکهشوداجرامی تواندزمانی1پروژه-1
1 2y y

،(همان مساله کوله پشتی)در مساله سرمایه گذاری در پروژه ها 

:یا با هم اجرا می شوند یا هیچکدام اجرا نمی شود4و 3پروژه -2
3 4y y

:هم باید اجرا شود2اجرا شود، پروژه 1اگر پروژه -3
1 2y y
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

محدودیتnمحدودیت از kانتخاب 

.از محدودیت ها، فقط به تعداد مشخصی از آن ها نیاز استدسته ایاز بین 
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

محدودیتnمحدودیت از kانتخاب 
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

محدودیتnمحدودیت از kانتخاب 

:محدودیت برقرار باشد4از بین محدودیت های زیر، حداکثر :مثال
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

محدودیتnمحدودیت از kانتخاب 

(:آن-یا –محدودیت های این )از بین دو محدودیت زیر، دقیقا یکی برقرار باشد :مثال
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

آن گاه-محدودیت های اگر 

ر       اگر محدودیت           برقرار باشد، محدودیت          نیز باید برقرار باشد و اگ
.برقرار نباشد، محدودیت           آزاد است
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

آن گاه-محدودیت های اگر 

3

1 2

1 2 3

(1 )

2

, , , {0,1}

x y

x x y

x x x y

 

 



.  ونداگر      یک شود،          صفر می ش. متغیرهای               ، متغیرهای صفر و یک هستند:مثال
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

حداقل مقدار برای یک متغیر

دستگاهاینخرید.داریمنیازخاصیدستگاهبه، مقداربا جدیدمحصولیکتولیدبرای:مثال
صورت،اینغیردر.کنیمتولیدواحد100حداقلموردنظر،محصولازکهاستصرفهبهزمانی
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تولید با هزینه ثابت

:مثال
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

تبدیل متغیر عدد صحیح به متغیر صفر و یک
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

تبدیل متغیر عدد صحیح به متغیر صفر و یک
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

تبدیل متغیر عدد صحیح به متغیر صفر و یک
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

قطعه خطی-توابع قطعه 

:مثال

مقدار خریدقیمتبازه قیمت

10تا 1390
30تا 23510
60تا 33330

10      30        60 مقدار 
خرید

قیمت 
کل

10×39+20×35+30×33
10×39+20×35

10×39

20 30

هزینه خریدحداقل کردن با هدف ( Incremental)تخفیف افزایشی 
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

قطعه خطی-توابع قطعه 
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

1روش 

قطعه خطی-توابع قطعه 
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0در غیر این صورت، 
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

2روش 

قطعه خطی-توابع قطعه 
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

قطعه خطی-توابع قطعه 

سازی و تابع قطعه ای محدب باشد، نیازی به استفاده از متغیرهایMinاگر مساله به صورت 
.صفر و یک نیست

صفر سازی و تابع قطعه ای مقعر باشد، نیازی به استفاده از متغیرهایMaxاگر مساله به صورت :نکته
.و یک نیست

Max

Min
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

حل مسایل برنامه ریزی عدد صحیح

1 2

1 2

1 2

1 2

:max 8 5

s.t. 6

9 5 45

, 0,int

IP z x x

x x

x x

x x

 

 

 



(1)

2
x

 2 1
x

z

0 0 0
0 1 5
0 2 10
0 3 15
0 4 20
0 5 25
0 6 30
1 0 8
1 1 13
1 2 18
1 3 23
1 4 28
1 5 33

1
x

2
x z

2 0 16
2 1 21
2 2 26
2 3 31
2 4 36
3 0 24
3 1 29
3 2 34
3 3 39
4 0 32
4 1 37
5 0 40

1
x

2
x z

*

1

*

2

*

3.75

2.25

41.25

x

x

z

 






نه 

هی
ب ب

جوا
LP
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

الگوریتم های حل مسایل عدد صحیح

MIPو PIPشاخه و کران برای مسایل  1

BIPشاخه و کران برای مسایل  2

برشیصفحات  3
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

الگوریتم شاخه و کران

شاخه و 

کران

B&B (Branch 

& Bound)

انشعاب و 

تحدید
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

1 2

1 2

1 2

1 2

: max 8 5

s.t. (1) 6

(2) 9 5 45

, 0,int

IP z x x

x x

x x

x x

 

 

 



*

1

*

2

*

3.75

2.25

41.25

x

x

z

 







نه 
هی

ب ب
جوا

LP
(1)

2
x

 2 
1

x
z

A
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 
(3.75,2.25)

41.25z L
z   A
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

(1)

2
x

 2 
1

x
z

 3  4 

B
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 
(3.75,2.25)

41.25z 

1
3x  1

4x 

(3,3)

39z 

L
z  

39
L

z 

A

B C
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

(1)

2
x

 2 
1

x
z

 3  4 

C
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 
(3.75,2.25)

41.25z 

1
3x  1

4x 

(3,3)

39z 

(4,1.8)

41z 

L
z  

39
L

z 

A

B C
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

(1)

2
x

 2 
1

x
z

 3  4 

 5 
 6 

D

38



٣آموزش تحقیق در عملیات 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 
(3.75,2.25)

41.25z 

1
3x  1

4x 

(3,3)

39z 

(4,1.8)

41z 

L
z  

39
L

z 

2
2x 

2
1x 

نشدنی

A

B C

DE
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

(1)

2
x

 2 
1

x
z

 3  4 

 5 
 6 

E
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 
(3.75,2.25)

41.25z 

1
3x  1

4x 

(3,3)

39z 

(4,1.8)

41z 

L
z  

39
L

z 

2
2x 

2
1x 

(4.44,1)

40.55z 
نشدنی

A

B C

DE
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

(1)

2
x

 2 
1

x
z

 3  4 

 5 
 6 

 6  7 

F
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 
(3.75,2.25)

41.25z 

1
3x  1

4x 

(3,3)

39z 

(4,1.8)

41z 

L
z  

39
L

z 

2
2x 

2
1x 

(4.44,1)

40.55z 
نشدنی

(5,0)

40z 

1
4x 

1
5x 

40
L

z 

A

B C

DE

F
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

(1)

2
x

 2 
1

x
z

 3  4 

 5 
 6 

 6  7 

G
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 
(3.75,2.25)

41.25z 

1
3x  1

4x 

(3,3)

39z 

(4,1.8)

41z 

L
z  

39
L

z 

2
2x 

2
1x 

(4.44,1)

40.55z 
نشدنی

(5,0)

40z 

(4,1)

37z 

1
4x 

1
5x 

40
L

z 

A

B C

DE

G F
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 
(3.75,2.25)

41.25z 

1
3x  1

4x 

(3,3)

39z 

(4,1.8)

41z 

L
z  

39
L

z 

2
2x 

2
1x 

(4.44,1)

40.55z 
نشدنی

(5,0)

40z 

(4,1)

37z 

1
4x 

1
5x 

40
L

z 

*
40z 

A

B C

DE

G F
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

می رسدانتهابهزیرحالتسهازیکیدرگرههر:

.نباشدشدنیفضایدارایاگر-1

آپدیتجدیدمقداربابود،بهترازآنهدفتابعاگرصورت،ایندر.باشدصحیحعددآن،جواباگر-2
.می شود

.باشدبدترازهدفتابعونباشدصحیحعددآنجواباگر-3

3گام 

زیهتجمجموعهزیردوبهموردنظرگره.بزنیدشاخهاعشاری،مقداربامتغیرهایازیکیرویجاری،گرهدر
.آوریددستبهجدیدگره هایبرایراLPجواب.می شود

2گام 

را به عنوان حد پایین تابع هدف قرار دهید.

مسالهمتغیرها،بودنصحیحقیدآزادسازیباLPبود،صحیحعددآمدهدستبهجواباگر.کنیدحلرا
.برویدبعدگامبهصورت،اینغیردر.استبهینهجوابجواب،این.کنیدتوقف

1گام 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

L
z  

L
z

L
z

L
z
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

می گردیمبر2گامبهنرسد،انتهابهگرهیککهصورتیدر. 4گام 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

جوابوبودخواهدبهینههدفتابع،آخرینگره ها،تمامرسیدناتمامبهبا
.استبهینهجوابآنبامتناظر

5Lگام 
z
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

PIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

:Maxبا Minتفاوت مساله :نکته
 حد بالای               خواهیم (در گام اول)به جای حد پایین               برای تابع هدف ،

.داشت

:PIPبا MIPتفاوت مساله :نکته
 فقط روی متغیرهایی کهint امتغیرهبه صحیح شدن سایر الزامی)می زنیمهستند شاخه

!(نیست

L
z  U

z  

:قواعد ترتیب شاخه زدن:نکته
جدیدترین شاخه
بهترین شاخه
بیشترین مقدار اعشار
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

دهیدقرارودهیداختصاصصفرمقدارمتغیرهاهمهبه. 2گام 

مساله را به حالت استاندارد زیر تبدیل کنید:

1گام 

BIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

1

1

Min Z= c

{0,1}

n

i i

i

n

ij j i

j

j

y

a y b i

y





 





 1 2
0 c ...

n
c c   

u
Z  
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

دارد؟وجودجوابشدنموجهامکانحالت،بهتریندرمتغیرهابهدادنمقدارباادامه،درآیا

.نداردموجهجوابموردنظرشاخهچونکنیدتوقفاست،خیرپاسخاگر-1

.بروید5گامبهوبزنیدشاخهرامسالهبعدیمتغیراست،بلهپاسخاگر-2
4گام 

BIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

آوریددستبهشاخهآنبعدیمتغیربه1عددتخصیصباراجدیدشاخهپایینحد.

رویصورت،رویاین،غیردر.می رسدانتهابهشاخهآنباشد،اگر.کنیدمقایسهبارا
.برگردید3گامبهوبزنیدشاخهبعدیمتغیر

5گام 

رد.استبهینهجوابجواب،همین.کنیدتوقف، کردصدقمحدودیت هادر بودموجهفعلیجواباگر
.بروید4گامبهصورتاینغیر

3گام 

l
Z

l
Z

u
Z

l u
Z Z
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

BIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

max 3 5 6 9 10 11

s.t. 2 6 3 4 2 6

5 3 3 2 3

5 4 2 2 1

{0,1}
i

z y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y

y i

     

      

     

      

 

:مثال

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

min( ) 3 5 6 9 10 11

s.t. 2 6 3 4 2 6

5 3 3 2 3

5 4 2 2 1

{0,1}
i

z y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y

y i

       

      

     

      

 

1 1

2 2

4 4

(1 )

(1 )

(1 )

y y

y y

y y

z z

 

 

 

 

( 1) 
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

BIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

min 3 5 6 9 10 11 17

s.t. 2 6 3 4 2 2

5 3 3 2 2

5 4 2 2 3

{0,1}
i

z y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y

y i

         

        

         

       

 

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

min 3 5 6 9 10 11 17

s.t. 2 6 3 4 2 6 2 6 4

5 3 3 2 3 5 3 3

5 4 2 2 1 5 1 2

{0,1}
i

z y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y

y i

       

            

           

          

 
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

BIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

u
z   3 17 5 9

l
z      2
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1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

min 3 5 6 9 10 11 17

s.t. 2 6 3 4 2 2

5 3 3 2 2

5 4 2 2 3

{0,1}
i

z y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y

y i

         

        

         

       

 

1

2

1
0
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1

1
y
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

BIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

u
z   3 17 5 9

l
z      2

محدودیت دوم نشدنی3

43 17 6 8
l

z     
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1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

min 3 5 6 9 10 11 17

s.t. 2 6 3 4 2 2

5 3 3 2 2

5 4 2 2 3

{0,1}
i

z y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y

y i
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

BIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

u
z   3 17 5 9

l
z      2

محدودیت دوم نشدنی3

43 17 6 8
l

z     

محدودیت اول نشدنی5

6(1,0,0,1,0,0), 5
u

z  

5
u

z  
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1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

min 3 5 6 9 10 11 17

s.t. 2 6 3 4 2 2
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5 4 2 2 3

{0,1}
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z y y y y y y

y y y y y y
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٣آموزش تحقیق در عملیات 

1
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BIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

u
z   3 17 5 9

l
z      2

محدودیت دوم نشدنی3

43 17 6 8
l

z     

محدودیت اول نشدنی5

6

7

8

9

(1,0,0,1,0,0), 5
u

z  

5
u

z  

0 17 5 12
l

z     

(0,1,1,0,0,0), 6
u

z  

6
u

z  

0 17 6 11
l

z     
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1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

min 3 5 6 9 10 11 17

s.t. 2 6 3 4 2 2
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٣آموزش تحقیق در عملیات 
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BIPالگوریتم شاخه و کران برای مسایل 

آزمون اول
آیا شاخه، شدنی است؟•

آزمون دوم
اگر شاخه، شدنی نیست، آیا می تواند جواب شدنی داشته باشد؟•

آزمون سوم
مقایسه حد پایین شاخه با حد بالای مساله•

گام هایخلاصه 
الگوریتم
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LPجدول سیمپلکس بهینه مساله  LPفضای جواب مدل 
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الگوریتم صفحات برشی
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2
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1
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1 2
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الگوریتم صفحات برشی

1 2
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1 2 3
0.75 0.25 0.75s s s    

RHSداستاندار
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RHSمنفی ترین : خارج شونده-1
نسبت سطر صفرminآزمون : واردشونده-2

7
0.75

min ,
0.

1.25
1.6

0.75 25

 
 

   

ایجاد ستون یکه : به روز کردن جدول-3
برای واردشونده

:دوگانسیمپلکس
0 0 0 0/33 1/67 40
1 0 0 0/67 -1/67 5
0 1 0 -1 3 0
0 0 1 0/33 -1/33 1

z

1
x

2
x

1
s
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 مسالهLP حل کنیدسیمپلکسآزاد شده را با روش.
رت به در غیر این صو. این جواب، جواب بهینه است. اگر جواب به دست آمده عدد صحیح بود، توقف کنید

.مرحله بعد بروید

1گام 

الگوریتم صفحات برشی

دراعشارمقداربزرگتردارایکهمحدودیتیموجود،سیمپلکسجدولدرRHS  رااست
وجودرایطیشچنینباسطریکازبیشکهصورتیدر.کنیدانتخاببرشمعادلهنوشتنبرای
.باشددارارابزرگترینکهمی شودانتخابسطریدارد،

بودخواهدصورتبهسطربرشمعادله:

سطر   ام RHSاعشار : 
متغیر غیرپایه ای ستون   ام: 
اختلاف ضریب متغیر ستون   ام در سطر   ام با مقدار قدرمطلق آن: 

2گام 
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لکسسیمپجدولبهکردن،استانداردازپسراشدهانتخابسطربامتناظربرشمحدودیت
.کنیداضافه

تادهیدهادامدوگانسیمپلکسباراآنپس.استبهینهامانشدنیجدید،سیمپلکسجدول
.شودشدنی

3گام 

الگوریتم صفحات برشی

در.برگردید2مرحلهبهنبود،صحیحعددجدیدجدولدرآمدهدستبهجوابکهصورتیدر
.استشدهحاصلصحیحعددبهینهجواب.کنیدتوقفصورتاینغیر

4گام 
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الگوریتم صفحات برشی

عددبایدمسالهمحدودیت هایتمامضرایبوراستسمت:برشیصفحاتالگوریتماولیهشرط:نکته
استنممکصحیحعددبهینهجواببهرسیدنازبعدالگوریتمصورت،اینغیردر.باشدصحیح
.نشودمتوقف
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MIPبرای مسئله برشیالگوریتم صفحات 

:باشدMIPدر صورتی که مسئله از نوع :نکته
:معادله برش سطر   به صورت زیر خواهد بود-1

سطر   ام RHSاعشار : 
متغیر غیر پایه ای ستون   ام: 
ضریب متغیر ستون   ام در سطر   ام: 
اندیس ستون های با ضرایب مثبت: 
اندیس ستون های با ضرایب منفی: 

.فقط برای متغیرهایی معادله برش نوشته می شود که قید صحیح بودن دارند-2
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MIPبرای مسئله برشیالگوریتم صفحات 

1به صورت زیر می باشد که در آن MIPجدول بهینه یک مساله :مثال 2 3

1 2

, , 0

, int

x x x

x x





معادله 
RHSبرش؟

0 0 0 3 5 2 1 20
1 0 0 1/1 2 1/5- 3/4 1/2
0 1 0 2/3 5/1- 2 1/6- 3/4
0 0 1 2/8 6 7/7 6/9- 5/6
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معادله برش 
2متغیر
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